Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Klucz odpowiedzi do zad#@ zamknietych
i schemat oceniania zadéa otwartych

Klucz odpowiedzi do zada zamknietych
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Schemat oceniania zad& otwartych

Zadanie 21. (2pkt)
Rozwiz nierowngé¢ —2x° +%x >0.
Rozwiazanie
Obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratoweg@x’ +%x rozktadagc go na czynniki
liniowe

—-2x° +%x = —ZX(x——lj :

4
Siad

1
=0, ==,
X =7

Mozemy rownie obliczy¢ pierwiastki wykorzystujc wzory na pierwiastki trojmianu
kwadratowego. Wéwczas

A:(%) —4[@—2)[D=—i, \/_=%,

11 1 1
2721 _"2"2.,
To-g) 4 T 22
Szkicujemy wykres tréjmianu kwadratowego= —2x +% X,
yAL
0 z’lL X

z ktérego odczytujemy zbidr rozyvian rozwigzywanej nierOwneci

s

Odpowied: xD<O,%> .

Strona lz 16



Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Schemat oceniania
WA b V. o A 0174/ 1.4 10 = 1 pkt

gdy:
» obliczy lub poda pierwiastki trjmianu kwadratowego=0, X, :% i na tym

poprzestanie lub béinie zapisze zbidr rozeaan nierdwngaci
albo

* rozitozy tréjmian kwadratowy na czynniki liniowe, anX(X—:lJ i na tym poprzestanie

lub blednie zapisze zbidr rozgzan nierdwndgci
albo

« zapisze nierbwnig w postaci rownowanej Sé i na tym poprzestanie lubdainie

1
X—=
8

zapisze zbior rozwizan nierdbwndgci

albo

» popetni bhd rachunkowy przy obliczaniu wytdika lub pierwiastkéw tréjmianu
kwadratowego (ale otrzyma dwazri pierwiastki) i konsekwentnie do popetnionego
btedu rozwize nieréwneéé

albo
* bilednie przeksztatci nierowlé do postaci rbwnowaej, np. zapis%eﬁ% s%
i konsekwentnie do popetnioneget rozwgze nierowngc.
WA b T o A 0 {74/ 1 41U = 2 pkt

gdy:

* poda zbidr rozwgzan nierowngci: <O%> lub xD<O,%> lub (x=0 i xs%)

albo

» sporadzi ilustracg geometrycza (o$ liczbowa, wykres) i zapisze zbior rozman
nierébwnaci w postaci:x=0, xs%r

albo
* poda zbidér rozwgzan nierébwndaci w postaci graficznej z poprawnie zaznaczonymi
koncami przedziatow.

.

0

i
XVY

Zadanie 22. (2 pkt)
Punkty A=(-3,4) i C=(1,3) s3 wierzchotkami kwadratéBCD. Wyznacz réwnanie prostej

zawierajcej przelitng BD tego kwadratu.
Rozwigzanie

Przekgtne kwadratu gprostopadte i potowisig, wigc prostaBD jest prostopadta do prostej
AC i przechodzi przegrodekS odcinkaAC.
Wspotczynnik kierunkowy prostéjC jest rowny

3-4

wigc wspotczynnik kierunkowy prost&D jest réwny
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

1
Ay = ——=4.
° aAC

SrodekS odcinkaAC ma wspotrzdne

S:(XA+XC yA+ycj:(_3+1 4+3j:(_1_7j
2 2 2 "2 "2)

Zatem prost&8D ma réwnanie postaci

y=4(X—(—1))+g, czyli y:4x+%5.

Odpowied: ProstaBD ma réwnanie postagi= 4x+1—25.

Schemat oceniania
WA bV o A o1 (74 Y] 1 41U = P 1 pkt

gdy:
» obliczy wspétrzdnesrodka odcinkaC i wspotczynnik kierunkowy prost&C:
7 1
S= (‘1,5) y Qpe = _Z
albo
» obliczy wspoétczynnik kierunkowy prost&C i wspotczynnik kierunkowy prost&D:

1
aAC:_Z’ g =4

i na tym poprzestanie lub dalej popetniadyt.
WA b V. oA 0 174/ 1 41U = 2 pkt

gdy wyznaczy rownanie prostBp: y =4x +135 :

Zadanie 23. (2pkt)
Katy ostre a i B trojkata prostoktnego spetniaj warunek sin®a + sirt S+ tdfa = 4.
Wyznacz miag kata o .
Rozwigzanie
Poniewa B=90°-a, wiec sinB=sin( 90 -a) = cos . Zatem rowné
sin® a + sirt B+ tgfa = 4 mozemy zapis&w postaci
sifa+coda+ tga = «

Stad i z ,jedynki trygonometrycznej” otrzymujemy

1+ tg’a = 4,

tg’a =3,

wiec tga =3, gdyz a jest lgtem ostrym. Sid a =60°.
Odpowied: Miara kata a jest rowna60°.

Schemat oceniania
WA bV o A 01 (74 Y] 1 41U = 1 pkt
gdy obliczy warté¢ kwadratu tangensata a i na tym poprzestanie lub dalej popetnia

btedy: tg°a = 3.

WA T o A 0 74/ 1 41U = 2 pkt
gdy obliczy mia¢ kata a : a =60°.
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Zadanie 24. (2pkt)
Udowodnij,ze dla dowolnych liczb rzeczywistyohy prawdziwa jest nierowrioé

X2+ xy+y? 2 2x+ 2y - 4.

Dowdd (I sposob)
Nierébwna¢ mazemy zapisaw postaci rownowanej

X+ xy+y?—2x-2y+ 42 0,

X +(y=2)x+y’-2y+4= 0.
Mozemy potraktowéte nierownda¢ jak nierownd¢ kwadratovg z niewiadom x. Poniewa
wspotczynnik przyx® jest dodatni, wic wystarczy wykazg ze wyr@nik tréjmianu stajcego
po lewej stronie nieréwrici jest niedodatni dla dowolnej liczby rzeczywistegzyli

A<O,

(y-2)° -40fy* - v+ 4<
y?—4y+4-4y*+ 8y - 16< (,
-3y*+4y-12< Q.
Obliczmy wyr@nik trojmianu -3y* + 4y — 12
A, =4 -4[-3[(-19 = 4- 4312~ 12.
Poniewa wyrdznik ten jest ujemny i wspotczynnik przy? jest ujemny, wic nieréwndé
jest prawdziwa dla kalej liczby rzeczywistey. To kaiczy dowdd.

Dowdd (Il sposob)
Nierébwna¢ mazemy zapisaw postaci rownowae;j
X2 +xy+y*-2x-2y+ 4> 0.

Mnozac obie strony nierowrigi przez 2 otrzymujemy

2+ 2xy+ 2y° - I - y+ & (.
Te nierownd¢ mozemy zapis@w postaci rownowanej

X2+ X2 +2xy + y2+y?—4x— 4y + 8= C,
X2 +2xy + Y2+ X2 = Ax+ A+ yP = dy + 4=

(x+y)* +(x-2)"+(y-2)"2 0.

Ta nieréwnéc¢ jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistygly, gdyz kwadrat

dowolnej liczby rzeczywistej jest nieujemny, a suma&ch liczb nieujemnych jest nieujemna.
To koaczy dowdd.

Schemat oceniania
WA b T oA 0 174/ .4 10 = 1 pkt

gdy
« zapisze nierOwnig w postaci rownowanej x° +(y— 2) X+ y?—2y+ 4> 0Oi potraktuje ¢

nierébwna¢ jak nierébwndé¢ kwadratovg z niewiadom x, np. zapisze wyrik
8=(y-2) -4y’ -2+ 4

albo

«  zapisze nieréwnig w postaci réwnowanej (x+y) +(x-2)" +(y-2)"2 0

i na tym poprzestanie lub dalej popetniadyt.

WA T o A 0 74/ 1 41U = 2 pkt
gdy przeprowadzi petne rozumowanie.
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Zadanie 25. (2pkt)
Rozwiz rownanie2x® + 3x* + 4x+ 6= 0.

| sposob rozwhzania (grupowanie wyrazow)
Stosujemy metoglgrupowaniax’ (2x+3)+ 2( %+ 3 = Calbo 2x(x2 + 2) + 3(x2 + 2) = C,

skad wynika,ze (2x+ 3)(x2 + 2) = 0, a std otrzymujemyx =-3.

Schemat oceniania

WA b V. oA o 74/ 1 41U = 1 pkt
gdy pogrupuje wyrazy do postaci, z ktérej tatwozmep doprowadZi do postaci iloczynowej,
np.: X*(2x+3)+ 2( %+ 3 = Club 2x(x2 + 2)+ 3(x2+ 2)= Ci na tym poprzestanie lub dalej
popetnia bdy.

P4 F= T 1oy VA 011 74 Y/ 0 11U [P U PP P PP PP PPPPPPRI 2 pkt
gdy otrzyma rozwjzanie x =-3.

Il sposob rozwigzania (dzielenie)

OznaczmyW (x) =2 +3x* + 4x+ 6. Sprawdzamyze W(-3)=2((-3)+3[-2)"+4f-3)+ 6=
wigc jednym z pierwiastkow tego wielomianu jest=-2. Dzielimy wielomian przez
dwumian x+2 i otrzymujemy 2x*+4. Zapisujemy wc roéwnanie w postaci
(x+%)[ﬁZx2 +4) = 0. Poniewa 2x*+ 4> 0 dla kadej liczby rzeczywistej x, wt jedynym

rzeczywistym rozwgzaniem rownania jestk = —3 .

Schemat oceniania Il sposobu rozvgzania
WA b T oA 0174/ 1.4 10 = 1 pkt

gdy wykona dzielenie wielomianu przez dwumia2, otrzyma iloraz2x®+4 i na
tym poprzestanie lub dalej popetnigdy.
WA b V. oA o 174/ 1.4 10 = 2 pkt

gdy otrzyma rozwjzanie x =-3.

Zadanie 26. (2pkt)

Na odcinkuAB wybrano punk(C, a nasfpnie zbudowano trogty rownoboczneACD i CBE
tak, ze wierzchotlkiD i E lezg po tej samej stronie prostéB. Okregi opisane na tych
trojkatach przecinajsie w punktachC i P (zobacz rysunek).

E

PV
¥

A A B

Udowodnij,ze miara lgta APB jest rownal2(’ .
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Dowod
Poprowadmy odcinekCP.
E
A\
D
Y
A ¢ B

Katy ADC i APC to katy wpisane w okyg oparte na tym samym tulAC, wiec katy te maj
rowne miary. Miara §ta ADC jest rowna60°, gdyz jest to kt tréjkata rownobocznego, vt
|«<APC| =60°.

Tak samo kty CEB i CPB to katy wpisane w okgg oparte na tym samym tukiB, wiec map
rowne miary. Miara §ta CEB jest rowna60°, gdyz jest to kt tréjkata rownobocznego, we

|«CPB|=60°.
Zatem|<cAPB| =|«APC|+|«CPB|=60°+ 60’ = 120, co naleato udowodn.

Schemat oceniania

WA b T oA 0 174/ .10 = 1 pkt
gdy zauway, ze katy ADC i APC to katy wpisane w okyg oparte na tym samym tulaC

lub katy CEB i CPB to katy wpisane w okyg oparte na tym samym tukiB i na tym
poprzestanie lub dalej popetniadhy.

WA b T o YA o 174/ 1.4 10 = 2 pkt
gdy przeprowadzi petne rozumowanie.

Zadanie 27. (4pkt)
Promien okregu opisanego na trGkie prostoktnym jest réwny 2J5. Jedna

z przyprostoktnych tego trojkta jest o 4 dhasza od drugiej przyprostgtnej. Oblicz
wysokas¢ tego trojlkta opuszczonna przeciwprostakna.

Rozwigzanie
Poniewa trojkat jest prostoktny, wiec jego przeciwprostafna jestsrednic okregu
opisanego na tym trggkie. Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

C

A ' B
\ 25 S P /
Zatem|AB| =445, |BC|=a, |AC|=a+4.
Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

|AB[” =|AC|+[BC|”, czyl (4V5) =(a+ 4" +a’.
Stad mamy
16[6=a’+ &+ 16+a°,
2a’ +8a— 4016= C,

a’+4a-32=0.
A =4 - 4{-32) = 144 A =12,
= _4_12:—8 lub a= _4+12:4.

Pierwsze z rozwgzan odrzucamy (dtuga boku trojlgta nie mae by ujemna), wgc
|BC|=4 oraz|AC|=4+4=8.
Poniewa trojkaty ACD i ABC s3 prostolgtne i mag wspolny kit ostry przy wierzchotk,
wi¢c 33 podobne (cechagkkat-kat podobiéstwa tréjlkgtow). Wynika sid
|co| _[BC| h_ 4

EREREEEE
Zatem
5 _8/5
5 5

Odpowied: Wysoka¢ trojkata opuszczona na przeciwprositig jest réwna% .

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktdrym posep jest niewielki, ale konieczny na drodze do catkoiego
(oY ANV E: V2= 1 g 1= W2V -1 g |- P 1 pkt

Zdajacy zapisze rownanie (lub ukfad réwingozwalagce obliczy diugas¢ jednej
Z przyprostoktnych trojkata, np.:(4\/§)2 = (a+ 4)2 +a?.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtNY POSEP ...vvveveeriiiiiiieeeeeeeeeeeeeeccreeee e 2 pkt
Zdajgcy obliczy diugdc¢ jednej z przyprostajtnych trojlgta: |BC| =4,

Pokonanie zasadniczych trudnfci zadania..............ceeuvuviiiiiiiiiie e 3 pkt

Zdajacy zapisze rownanie lub uktad rownpozwalagcy obliczy¢ wysoka¢ trojkata

. h 4
opuszczon na przeciwprostajtng, np.: —=—-—

8 45

ROZWIGZANIE PEINE ... .o e e e e e e e e e et e e e eeeeeeeeeenneees 4 pkt

8J/5

Zdajacy obliczy wysokéc trojkata opuszczonna przeciwprostaing: h = =

Zadanie 28. (4 pkt)

W pojemniku jest osiem kul ponumerowanych od 1 dg@&y czym kule z numerami,
ktorych reszta z dzielenia przez 3 jest rbwna biale, a pozostate kulg szarne. Losujemy
z pojemnika jednocZaie dwie kule. Oblicz prawdopodolg&two zdarzenia poleggjego na
tym, ze wylosujemy kule rinych koloréw, ktorych iloczyn numerowetizie wickszy od 6
i nie wiekszy od 35.
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

| sposob rozwhzania (klasyczna definicja prawdopodobigstwa - cagi)
Zdarzeniami elementarnymp svszystkie pary(x,y) roznych liczb naturalnych ze zbioru

{1,2,3,4,5,6,7,8. Zdarzenia jednoelementowg wnoprawdopodobne. Liczba wszystkich
zdarzé elementarnych jest réwn{12|:8EV: 56. Mamy wkc do czynienia z modelem

klasycznym.

Spardd liczb ze zbiordl, 2,3,4,5,6,7,8 reszt z dzielenia przez 3 rowrl daj trzy liczby:

1, 4, 7. Zatem kule z tymi numeramilsiate, a pozostate kulg szarne. Mamy wic
nastpujace kule:®, ®,©, ®, 0, 0, @, O.

Oznaczamy przeA zdarzenie polegage na tym,ze wylosujemy kule rinych kolorow,
ktorych iloczyn numerow dulzie wikszy od 6 i nie wikszy od 35. Wypiszmy wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyfg zdarzenid:

(©,0), (8,@), (8,0), (6,9), (6,0), (®,0),(2,0), (®,0), (@,0),

(@1@)1 (61@)1 (91@)1 (@1@)1 (@19)1 (@19)1 (@16)1(®1®)1 (el@)l
: 18 9

Zatem|A =181 P(A)=—=—.
Odpowied: Prawdopodobigstwo zdarzenia polegamego na tym,ze wylosujemy kule
roznych koloréw, ktérych iloczyn numerdwetizie wickszy od 6 inie wikszy od 35 jest
réwnei.

28
Uwaga
Mozemy zilustrowd zbidér wszystkich zdarzenia elementarnych w ta®ela 8 oraz
zaznaczy pola sprzyjajce zdarzeniw\.

0 e 6 e 06 o e
O) X
(2] X X
© X X
@ X | X X | X X
(5] X X
(6] X
@ X | X X
0 X X

Mozemy rownie potraktowé& zdarzenie elementarne jak punkt w progtokm ukladzie
wspoétrzdnych na ptaszczpie i wyr@ni¢ te punkty, ktére odpowiadgjzdarzeniom
elementarnym sprzyjggym zdarzeniuA.

y)\ y)\

O o 000000 O [ ]

@ o o0 000 o @ oo oo

Gl o000 oo (6) ®

Gl o0 0 o000 e ® ®

@ o o0 o000 @ o0 0000
© o0 o000 0 (3) ® ®

@ o o 00000 (2] ® ®

@ o0 00000 ©) °
0 D@®®0026 X 0 DPO®®OBDB6 X
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Prawdopodobigstwo zdarzenid jest zatem réwne

P(A)= 1A -18_9

Q| 56 28

Schemat oceniania | sposobu rozwrania
Rozwigzanie, w ktorym posep jest niewielki, ale konieczny na drodze do catkoiego
FOZWIAZANIA ZAAANIA ...ttt e e e e e e e e e e e e e e e e e nnnneneees 1 pkt
Zdajgcy
- zapisze liczb wszystkich zdarzeelementarnychQ| =8[¥

albo
* wypisze zdarzenia elementarne sprzyjajzdarzenid\ i spetniajce dwa sp&rod trzech
warunkow:
o kule g réznych koloréw
o0 iloczyn numeréw kul jest wkszy od 6
0 iloczyn numeréw kul jest nie wkszy od 35
albo
* wypisze zdarzenia elementarne sprzygajzdarzenil\ zaktadagc biednie,ze iloczyn
numerow kul jest mniejszy od 35, np.:

0.0).(0.9),(0,0),(0.9),(0,0),(®,0),(®,0),(®,0),
©®.0).(2.0),(0,),(60.9),(2.8).(2.8),(0,0),.(0,®),

i na tym zakaczy lub dalej rozwgzuje btdnie.
Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEP ....evvvevrerrrueiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeennannnna e 2 pkt

Zdajgcy zapisze liczb wszystkich zdarze elementarnych i wypisze wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjge zdarzenid\:

|Q|=8L7,
A={(0,0),(8,9),(8,0),(0,9),(0,0),(®,0),(®,0),(®,0),(®,0),
©®,0),(0,9),(0,0),(60,9),(0,0),(2,8),(2,0),(0,0),(0,0);

i na tym zakaczy lub dalej rozwjzuje bkdnie.

Pokonanie zasadniczych trudn€ci zadania.............oeeevviiiiiiiiiiiiin e 3 pkt

Zdajgcy obliczy liczlez wszystkich zdarze elementarnych, wypisze wszystkie zdarzenia

elementarne sprzygge zdarzenil i poda ich liczb:

Q| =56,

A={(0,0).(0,®),(0,0).(0,®),(0,0),(®,8),(®,0),(®,0),(®,0),
®,0),(0,9),(0,0),(0,9),(©,8).(0,0),(0,0),(0,0),(0,®)},

|Al=18.

ROZWIGZANIE PEINE ... .ot e e e e e e e e e et e e e e e e e e e eeeenneees 4 pkt

Zdajacy obliczy prawdopodobistwo zdarzenid: P(A)=

Uwaai

1. Jéli zdajgcy rozwize zadanie do kaa i otrzymaP(A) >1, to otrzymujed punktow.

2. Jali zdajacy bfednie zatay, ze iloczyn numerow kul jest mniejszy od 35 i konsekimie
rozwiagze zadanie do kwa, to otrzymuje punkty.

3. Jali zdajacy przyjmie bédnie,ze wszystkie liczby ze zbiofl, 2,3, 4,5,6,7,8, ktére przy
dzieleniu przez 3 dajreszt 1 to 4 i 7 i konsekwentnie rozgwie zadanie do ka, to
otrzymuje3 punkty.
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Il sposob rozwigzania (klasyczna definicja prawdopodobiastwa - zbiory)
Zdarzeniami elementarnyma svszystkie zbiory{ X, y} zlozone z dwoch liczb naturalnych ze

zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8. Zdarzenia jednoelementowe séwnoprawdopodobne. Liczba
wszystkich zdarze elementarnych jest réwn{ﬂ|:87w=28. Mamy wkc do czynienia

z modelem klasycznym.

Spasrod liczb ze zbiordl, 2,3,4,5,6,7,8 reszt z dzielenia przez 3 réwrl dap trzy liczby:

1, 4, 7. Zatem kule z tymi numeramilsiate, a pozostate kulg szarne. Mamy wic
nastpujace kule:®, ®, 0, ®, 0, 0, @, O.

Oznaczamy prze?A zdarzenie polegage na tym,ze wylosujemy kule rinych kolorow,
ktorych iloczyn numerow duzie wikszy od 6 inie wikszy od 35. Wypiszmy wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyfg zdarzenid:

{0,.6},{0,0},{6,0},{06,0},{0,0} {®,6},{®,06}.{®,6},{0,0},
Zatem|A=9 i P(A)=_".
Odpowied: Prawdopodobigstwo zdarzenia polegamego na tym,ze wylosujemy kule
roznych koloréw, ktérych iloczyn numeréwetizie wickszy od 6 inie wikszy od 35 jest

. 9
rowne — .
28

Schemat oceniania Il sposobu rozvgzania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do catkoiego
FOZWIAZANIA ZAAANIA ...ttt e e e e e e e e e et e e e e aennnnnneneees 1 pkt

Zdajgcy
. . : , 87
« zapisze liczb wszystkich zdarzeelementarnychlQ)| ==
albo
* wypisze zdarzenia elementarne sprzyjajzdarzenid\ i spetniajce dwa sp&rod trzech
warunkow:
0 kule g réznych koloréw
o iloczyn numerow kul jest wkszy od 6
0 iloczyn numerdéw kul jest nie wkszy od 35
albo
* wypisze zdarzenia elementarne sprzyjajzdarzenil\ zaktadajc biednie,ze iloczyn
numerdéw kul jest mniejszy od 35, np.:

©.06}{0,0}{00}{60}{60}{®6}{®6}{® 6}

I na tym zakaczy lub dalej rozwjzuje bkdnie.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtNY POSEP ...vvvveeeriiiiiieeeeeeeeeeeeee e e 2 pkt

Zdajgcy zapisze liczb wszystkich zdarze elementarnych i wypisze wszystkie zdarzenia
. . 87

elementarne sprzyjgje zdarzeniu: |Q| ==

A={{0.0}.{®.0}{8.0}.{0.0}{0.0}.{®6}{9.06}.{9.6}.{6.0}},

I na tym zakaczy lub dalej rozwjzuje bkdnie.
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Pokonanie zasadniczych trudn€ci zadania.............oeeevviiiiiiiiiiiii e 3 pkt

Zdajgcy obliczy liczle wszystkich zdarze elementarnych, wypisze wszystkie zdarzenia
elementarne sprzyjgje zdarzeniu i poda ich liczk: |Q =28, |A =9,

A={{0.0}.{0,@}.{0,0}{0,0}{0,0}{®6}{®6}{®6}{6,0}}.
ROZWIGZANIE PEINE ... .ot e e e e e e e e e et e e e e e e e e eeeeeneaees 4 pkt

Zdajacy obliczy prawdopodobistwo zdarzenid: P(A) =g

Uwaagi
1. Jéli zdajgcy rozwize zadanie do kaa | otrzymaP(A) >1, to otrzymujed punktow.

2. Jali zdajacy bednie zatay, ze iloczyn numerow kul jest mniejszy od 35 i konsekimie
rozwiagze zadanie do kwa, to otrzymuje punkty.

3. Jali zdajacy przyjmie bédnie,ze wszystkie liczby ze zbiofl, 2,3, 4,5,6,7,8, ktére przy
dzieleniu przez 3 dajreszt 1 to 4 i 7 i konsekwentnie rozavie zadanie do kwxa, to
otrzymuje3 punkty.

lIl sposbb rozwigzania (metoda drzewa)

Narysujmy drzewo ilustrgice déwiadczenie losowe jakim jest losowanie kolejno divéal,

przy czym ku¢ wylosowanm za pierwszym razem odkladamy i dgudule losujemy
z pozostatych siedmiu kul. Wystarczy naryséwgdko te ga¢zie drzewa, ktdre odpowiadaj
zdarzeniuA polegagcemu na tymze wylosujemy kule rinych koloréw, ktorych iloczyn
numerow ldzie wickszy od 6 i nie wikszy od 35. Prawdopodohigtwo na kadym odcinku

drzewa odpowiadagym losowaniu pierwszej kuli jest réwné, a na kadym odcinku

odpowiadajcym losowaniu drugiej kul%.

W%@\\G\ /\\
0O © @ ® @ ® © 60666 ©» @@ ®» ®O 6 O ®

Prawdopodobigstwo zdarzenid jest wic rowne

p(A) =1+ 1t At 191 I e YOI S S S U
()87(87 j( 3(878787878)?
+(ég§+_; 1j+ 8@+[ 191 —]91 Jg@%( é%-%)}w@%%—:.

Schemat oceniania Ill sposobu rozwgzania

Rozwigzanie, w ktorym posep jest niewielki, ale konieczny na drodze do catkoiego
(0 VANV E V2= T g 1= W2V - g |- U 1 pkt

Zdajgcy narysuje drzewo i ha tym zalazy lub dalej rozwgzuje bkdnie.
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtNY POSEP ...vvvveeeriiiiiieeeeeeeeeeeeeeeecereeee e 2 pkt

Zdajgcy narysuje drzewo, zapisze prawdopodasiea na jego gatiach i na tym
zakaczy lub dalej rozwjzuje bkdnie.

Uwaai

1. Oceniamy rozwgzanie na&) punktow, gdy w dalszej agci rozwigzania zdajcy dodaje
prawdopodobigstwa wzdhi gakzi zamiast mnay¢ albo mnay otrzymane iloczyny
zamiast dodawa

2. Jezeli zdapcy opisat prawdopodohistwa tylko na istotnych gaiach to kwalifikujemy
to do kategorii ,pokonanie zasadniczych trughi@adania”.

3. Jeeli zdapcy narysowat drzewo sktadage st tylko z istotnych gafzi i opisat
prawdopodobigstwa na jego gariach, to kwalifikujemy to do kategorii ,pokonanie
zasadniczych truddoi zadania”.

4. Jezeli rozwigzujacy popetni bad rachunkowy lub nieuwagi i na tym zaiazy,
to otrzymuje2 punkty.

Pokonanie zasadniczych trudnfci zadania..............oeeuvvviiiiiiiiiie e, 3 pkt

Zdajgcy narysuje drzewo sktadag st tylko z istotnych gakzi lub wskae na drzewie istotne
gakzie (np. pogrubi gakie lub zapisze prawdopodohswa tylko na istotnych gatiach
I zapisze prawdopodohistwo na co najmniej jednym odcinkuziggo poziomu drzewa.

ROZWIGZaNI€ PEINE ... .ottt e e e e e e e e e e e e e e e e aeeeeneeeeeenenannes 4 pkt

Zdajgcy obliczy prawdopodobistwo omawianego zdarzenirétg:é

Uwaai
1. Jdli zdajacy rozwhze zadanie do kea i otrzymaP(A) >1, to otrzymujed punktow.

2. Jdli zdajgcy bkednie zatay, ze iloczyn numerdw kul jest mniejszy od 35 i konsekimie
rozwigze zadanie do kaa, to otrzymuje punkty.

3. Jali zdajacy przyjmie bédnie,ze wszystkie liczby ze zbiodl, 2,3, 4,5,6,7,8, ktére przy
dzieleniu przez 3 dajreszt 1 to 4 i 7 i konsekwentnie rozgdie zadanie do kma, to
otrzymuje3 punkty.

Zadanie 29. (5pkt)

Do zbiornika mana doprowadzi wode dwiema rurami. Czas napetniania zbiornika tylko
pierwsz rurg jest o 5 godzin i 30 minut krotszy od czasu napela tego zbiornika tylko
drug rurg, natomiast 15 godzin trwa napetnienie tego zbkarmbiema rurami jednocade.
Oblicz, w chgu ilu godzin pusty zbiornik zostanie napetnionyslij woda kedzie
doprowadzana tylko pierwszurs.

Rozwigzanie (I sposob)
Niech V oznacza pojemrié zbiornika w ni, t czas, w godzinach, wagju ktérego zostanie
napetniony zbiornik jedynie z pierwszej rury, i cliepy, p, 0znacza ilé¢ wody w n?, jaka
dostarcza odpowiednio pierwsza i druga ruraagiednej godziny. Wtedy

V = p .

Czas napetniania zbiornika tylko drugaarygst rownyt +5,5 godziny, wec
V =p,[t+5,5).

Za pomog obu rur napetnia giw ciggu 15 godzin, wic
\4 :(p1+ pz)lj-5-
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Poréwnujc prawe strony dwoch pierwszych rowinaamy
+5,5
plEﬂz pz[qt+5’5)' S|€}d P = pzdt—'

Stad, z drugiego i z trzeciego rOwnania otrzymujemy
p, [t +5,5) :(pz d%’S+ pzj &,

p, @0t +5,5) = p, [ft + 5,5+t) [ILE,
t?+5,50 = 30+ 82,F,
t?-24,50- 82,55 (.

A=(-24,5" - 41(- 82,5= 930,2, VA =,/930,25= 30,,
(=245-805 ;. 245+305

Pierwsze z tych rozwkan odrzucamy, gdiyczas napetniania zbiornika nie aedby¢ ujemny.

Odpowied: Pusty zbiornik zostanie napetniony wagui 27 godzin i 30 minut, ¢ woda
bedzie doprowadzana tylko pierwseurs.

Schemat oceniania | sposobu rozwrania

Rozwigzanie, w ktorym posep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petneg
FOZWIAZANIB «.c.eeeeeeeeee oottt ettt e e e e e e e e e e e e s e oo e bbb e e e et e et e e e e e e e e nnnnbnnnnneene s 1 pkt
Zdajgcy przyjmie oznaczenia i zapisze rbwnania wyrjgajz tréci zadania, np.:

V=p, V=p,[t+55), gdzieV oznacza pojemro6 zbiornika w nf, pg, p, — ilos¢ wody
w m°, jaka dostarcza do zbiornika odpowiednio pierwsza i druga w cigu jednej godziny.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSEP ....cvvveeeerrrmriiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeneannnna e 2 pkt
Zdajacy zapisze uktadu réwhngozwalajcy obliczy czas, w cigu ktérego pusty zbiornik
zostanie napetniony, §& woda kedzie doprowadzana tylko pierwsgseurg, np.:

V=p

V=p,[{t+5,5) .

V= ( Pt pz) a5

Pokonanie zasadniczych trudn€ci zadania .............ooeuvieiiiiiiiiiineeeee e 3 pkt
Zdajacy doprowadzi uktad do réwnania z jedmewiadom, np.:t* - 24,50 - 82,5= (.

Rozwigzanie zadania do kdéca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekréaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ............ccceceiiiiiiiiiiic e 4 pkt
Zdajgcy

e rozwigze réwnaniet> — 24,51 - 82,5 (i nie odrzuci rozwjzaniat = -3

albo

* rozwigze zadanie do ka z bédami rachunkowymi.

Rozwigzanie DEzZDEANE ... 5 pkt
Zdajgcy obliczy czas, w ggu ktérego pusty zbiornik zostanie napetnionyli jwoda kedzie
doprowadzana tylko pierwszura: 27,5 godziny.

Rozwigzanie (Il sposob)
Niecht oznacza czas, w godzinach, wgti ktdrego zostanie napetniony zbiornik jedynie
z pierwszej rury. Wtedy czas, wagu ktérego zostanie napetniony zbiornik jedynieugik]
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

rury jest rownyt +5,5 godziny. W cigu jednej godziny z pierwszej rury wp’fyv%aoqutoéci

zbiornika, a z drugiei%3 objetosci zbiornika. Zatem w ggu jednej godziny z obu rur

jednoczénie wp+ywa}+ 1
t t+5,5

objetosci zbiornika. Skoro zbiornik napetnigsz obu rur

w ciggu 15 godzin, wic w ciggu godziny napetnia §i1—15 zbiornika. Otrzymujemy réwnanie

1, 1 _1
t t+55 15

15(t+5,5+ 15=t(t+ 5,5,
15+ 82,5+ 15=t"+ 5,6,

t°-24,3- 82,5 (.

A=(-24,5" - 41(- 82,5= 930,2, VA =,/930,25= 30,,
_245-305 . 24,5; 30.5_,, 5

Pierwsze z tych rozwkan odrzucamy, gdyczas napetniania zbiornika nie aedby¢ ujemny.
Odpowied: Pusty zbiornik zostanie napetniony wagui 27 godzin i 30 minut, §& woda
bedzie doprowadzana tylko pierwseurs.

Schemat oceniania Il sposobu rozwazania

Rozwigzanie, w ktorym posep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petneg
FOZWIAZANIB «.ceeeeeeeeeee ettt et e e e e e e e e e e e e e e e oot e e ettt et e e e e e e e nnnbbnnnrneene s 1 pkt
Zdajgcy wprowadzi jako niewiadognczas, w cigu ktérego zostanie napetniony zbiornik
jedynie z jednej z rur, np. z pierwszej, rasie zapisze w zat@osci od wprowadzonej
zmiennej czas, w giju ktérego zostanie napetniony zbiornik jedynieugiej rury oraz ustali
jaka cz:$¢ zbiornika jest napetniana wagu jednej godziny z pierwszej rury lub z drugiej
rury, lub z obu rur jednoczeie, np.:

t — czas, w godzinach, wagju ktérego zbiornik zostanie napetniony tylko zrpiszej rury,

i cz$¢ zbiornika napetniana wagyu jednej godziny z pierwszej rury.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStOtNY POSEP ...vvveereriiiiiiieeeeeeeeeee e 2 pkt
Zdajgcy zapisze rownanie z jeglmiewiadoma, np.: }+ 1 _1 .

t t+55 15
Pokonanie zasadniczych trudn€ci zadania .............coevviuiiiiiiiinineeeeee e 3 pkt

Zdajgcy doprowadzi uktad do réwnania kwadratowego z jauewiadom, np.:
t*-24,50 - 82,5 (.

Rozwigzanie zadania do kdéca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekréaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ............ccccoceiiiiiiiiiiicicceeeccceee 4 pkt
Zdajacy

* rozwigze réwnaniet® — 24,51 - 82,5 (i nie odrzuci rozwjzaniat = -3

albo

* rozwigze zadanie do kKaa z bédami rachunkowymi.

Rozwigzanie bezbedne ............oooeiiiiiiiiii e 5 pkt
Zdajacy obliczy czas, w ggu ktorego pusty zbiornik zostanie napetnionyli jgoda kxdzie
doprowadzana tylko pierwszura: 27,5 godziny.
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Zadanie 30. (5pkt)

Piramida Cheopsa ma ksztalt ostrostupa prawidtowzgwrokytnego. Kada sciana boczna
jest nachylona do ptaszczyzny podstawy ostrostupa katem 52°, a pole powierzchni
sciany bocznej jest réwne 21 550°nmOblicz obgtosé piramidy. Wynik zapisz w postaci
a0, gdziel<a<10i kjest liczty catkowit.

Rozwigzanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zaznacznyktg a miedzy sciamng boczrg BCS
ostrostupa a ptaszczyzfego podstawy.

S
II
I/I h hb
R c
a
//' (@) 4=
A p B
Polesciany boczneBCSjest rowne 21550, wt mazemy zapisarownanie
E ph, =2155C.
2
Z trGjkata prostoktnegoOES otrzymujemy
1
P
cosa =2,
Stad
__ b
i 2cosax

Podstawiajc to do pierwszego rownania otrzymujemy

1o P 21850,
2 2coxy

p®> =4[21550]co® ,
p® =862000cos 52,

wiec
p =10J862cos52.
Ponownie z trojkta prostoktnegoOES otrzymujemy

h 1 1
tgag =——, skad h==plga ==pdg52.
g 1 ka 2IO g 2IO g

5 P
Objetos¢ ostrostupa jest zatem réwna

Vv :% p? th= ?13 [862001cos52 % 10V862Zcos52E3 122 = 432000\/862Eb0552 [sin5e.

cos57
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Rozwigzania zadas otwartych i schematy punktowania

Z tablic odczytujemyze sin52 = 0,78(i cos52 = 0,615 Zatem

431000

V= \/862[D,615710,788 26080772 2,608 m’.

Odpowied: Objetos¢ Piramidy Cheopsa jest réowna okdp60810 m®.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym posep jest niewielki, ale konieczny na drodze do petneg

[0V AT F V4= o1 I- TSP TPPPPPPPIN 1 pkt
1 p

Zapisanie jednego z réwﬁra% ph, =21550, cos52 :% , gdziep oznacza diug@

krawedzi podstawy ostrostupa, £b, wysoka¢ sciany bocznej ostrostupa.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotnNy POSEP ....cvvvevrerrrueiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeenenannnn e 2 pkt
Zapisanie uktadu réwmagpozwalajcego obliczy diugas¢ krawedzi podstawy ostrostupa oraz
1
1 5P
WYSOKG¢ ostros’fupa:z ph, = 21550 oraz cos52 = T .

Pokonanie zasadniczych trudnfci zadania ..............ceevvveiiiiiiiiiii e, 3 pkt
Obliczenie diugéci krawedzi podstawy ostrostupa lub kwadratu tej ditagjo

p=10v8620cos52= 230,37¢ p° =862000cos52= 53073,%

Rozwigzanie zadania do kdéca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekréaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ............cccceceiiiiiiiiiiicscceeecccee e 4 pkt
* Obliczenie wysokéci ostrostupa i na tym poprzestanie lub dalsze rgzanie bédne:

hzépﬂga:%pDQSZ’z 147,434

albo

» obliczenie objtosci ostrostupa z lglami rachunkowymi i konsekwentne zapisanie
wyniku w postacia10¢, gdziel<a<10ikjest liczly catkowity

albo

« obliczenie objtosci ostrostupa i nie zapisanie wyniku w posta¢l0®, gdziel<a<10
i k jest liczly catkowits.

Rozwigzanie bezbedne ............oooeiiiiiiiiii e 5 pkt
Obliczenie objtosci ostrostupa i zapisanie wyniku w postadil0*, gdziel<a<10i k jest
liczba catkowita: 2,6081L6m?

Uwaagi
1. Jeeli zdajcy wyrazi obgtos¢ w innych jednostkach aim®, to musi konsekwentnie potla

wynik koncowy, np.2,6081L6 dn?.
2. Zdapcy maze przypé dowolne przyblienie liczbya z doktadnécia do jednego lub wicej
miejsc po przecinku.
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